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Аннотация. Исследуется задача Геллерстедта для уравнения смешанного типа с операто­
ром Лаврентьева-Бицадзе в главной части и опережающе-запаздывающим аргументом в про­
изводных. Доказана теорема единственности решения задачи без ограничений на величину 
отклонения. Вопрос существования решения связан с разрешимостью неоднородного разност­
ного уравнения с переменным коэффициентом.
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1. Пусть
Аху =  (ЩН(:г) +  R~rН(3т — х) — 1)(д/дх +  \J—sgn у д/ду) , 0 < т =  const,
где Н(£) -  функция Хевисайда; R® -  оператор сдвига, R®q(x) =  q(x — 0 ).
Рассмотрим дифференциальное уравнение
L(U(x, у)) =  Uxx(x, у) +  иуу(х, y)sgny =  Axy(U(x, у ) ) , (1)
в области D  =  D + (J D~ (J / ,  где D + =  {(х, у) : 0 < х <  3т, 0 < у < h} =  Dq (J D± (J D £ 
(0 < h =  const) и D~ =  Dq (J Di  (J -  эллиптическая и гиперболическая части 
области D,  причем
=  {(#, у) : кт < х <  (к +  1 )т, 0 < у < h} ,
D k = (О*, У )  - к т - у  < х  <  ( к  + 1 )т + у, - т / 2  < у <  0}(А: = 0,1,2),
I  =  { (х ,у )  : 0 < х <  Зт, у =  0} =  / 0 (J h  U h  ■
Обозначим D k =  D^\JD^ (J Ik , где Д. =  { (x ,y )  : кт < x <  (к +  1 )т, у =  0}(А: =
0 , 1, 2).
Задача G. Найти в области D  функцию
U(х , у) G C(D)  П Cll(D\({x =  т} U {;г =  2т})) П C2(D\(I  U {;г =  т } U {;г =  2т})) , 
удовлетворяющую уравнению (1), краевым условиям
U(0, у) =  U(Зт, у) =  0 , 0 ^ у ^ h■ (2)
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U(x, h.) =  <р(х), 0 ^ х  ^ Зт, (3)
U(x,x  -  х к) =  фк(х), i/. r • х/,) 2 С ./• С .г/,. (4)
U(x,xk -  х) =  рк(х) , ;rfc ^ х  ^ (;rfc +  (А: +  1) т ) / 2, (5)
кт < Хк < (к +  1)т (А: =  0,1, 2);
условиям сопряжения U(x, —0) =  U(x, + 0) =  ш(х), 0 ^ х  ^ Зт,
Uy(x, —0) =  Uy(x, +0) =  и ( х ) , 0 < х  < Зт, х ф т, 2т; (6)
условиям согласования
</?(0) =  </?(Зт) =  0 , фк(хк) =  Рк(хк) (А: =  0,1, 2), (7)
где <р(х), фк(х), Pk(x) ~ заданные непрерывные достаточно гладкие функции. 
Теорема. Если функции
<р(х) G С [0, Зт] П С2(0, Зт) ,
фк(х) Е С[(кт +  Хк)/2, Хк] п  С2((кт +  х к)/2, х к) ,
Рк(х) е  С[хк, (хк +  (к +  1)т)/2] П С2(хк, (iffc +  (А: +  1)т)/2) , А: =  0,1, 2
абсолютно интегрируемы на своих промежутках; </?(0) =  <р(3т) =  0, фк(хк) =  Рк('Хк) и 
Фк(.х),р'к(х) при х —> Хк допускают интегрируемую особенность, то существует един­
ственное решение U(х , у) задачи G.
2. Единственность решения задачи G следует из утверждений:
Л емма 1. Если U(х , у) -  решение уравнения (1) в области D~ =  D q (J D~[ (J D  ^ пз 
класса C{D~)  П C2{D~), обращающееся в нуль на характеристиках
Зт
у =  х — Хк, у =  Хк — х (к =  0,1,2), то Р =  j  uj(x)u(x)dx ^ 0.
о
Доказательство леммы аналогично приведенному в [1, с. 128-130].
Лемма 2. Если U(х , у) -  решение уравнения (1) в области D + пз класса 
C ( D +) П C 2(D+ \ ({#  =  г }  U {^ =  2т})), обращающееся в нуль при х —> 0, Зт, если 
0 ^ у ^  h, а также при у h, 0 ^ х  ^ Зт, то
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□  Доказательство следует из тождества
U(x,y)[(L -  Axy)U(x,y)] =  ( и ( х , у ) и х(х,у)  +  h j 2( x , y ) ^  +
+  ( u ( x , y ) u y(x,y)  +  ^U2(x,y)^ -  Ux (x, у) -  U2(x ,y )~
-  H(x -  r)U(x,y)[Ux(x -  т,у) +  iUy(x -  т,у)]~
— Н(2т — x)U(x, y)[Ux(x +  г, у) +  iUy(x +  т,у)\ =  0,
интегрируя которое по области D f  =  { (х ,у )  : 0 < х <  Зт, £ < у < h}, 0 < £ =  const, 
применяя формулу Грина [2, с.54] и условия леммы, в пределе при е —> 0, в силу того,
Н(2т — x)U(x, y)Ux(x +  г, y)dxdy =  / /  U(x, y)Ux(x +  г, y)dxdy =
D+
U(x — т, y)Ux(x, y)dxdy =  JJ H(x -  t)U(x -  T,y)Ux(x,y)dxdy,
D+
H{2t — x)U(x, y)Uy(x +  r, y)dxdy =  / /  U(x, y)Uy(x +  r, y)dxdy
D+
U(x — r, y)Uy(x, y)dxdy =  JJ H(x — t)U(x — T,y)Uy(x,y)dxdy,
D+
будем иметь
1 "I Г 2
U ( x , y ) U T( x , y )  +  - f / 2 (:x, y ) J  d y  — p ( ^ ,  y ) [ / y ( ^ ,  y )  +  - U 2 ( x , y ) dx—
dD+
U2(x, y) +  Uy{x,y) +  Я(ж -  т)(и(х , у )и(х  -  ^  У))т +
D+
+  iH (x — t ) [ U ( x , y) U(x — r, y) J dxdy =  0/  yJ
Далее, так как
[{U(х, y)U{x -  т, у))х +  i (U(х, y)U{x -  т, y ))y\dxdy =
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Зт
=  J  U(x,y)U(x — r,y)dy — iU(x,y)U(x — r,y)dx = —г J  ш(х)ш(х — r)dx,
d(D+UD+)
то из предыдущего равенства получим
Зт Зт
ш ( х ) и ( х )  +  - ш 2 (:г) d x  — г J  ш ( х ) ш ( х  — r ) d x  +  J J  ( u 2 ( x ,  у)  +  U 2( x ,
О г  D+
то есть
г
/3 +  -  7 +  /  /  [Ux (х, у) +  Uy (х, y))dxdy =  о,
D+
где





=  -  / ( * » ( * )  +  ^ ( ; Г -  г )  -  ( * ( * )  -  Ц х  -  т ) ) » ) Л г  =
О т
Зт Зт Зт Зт
=  -  / * » ( * ) &  -  / „ V  -  T)dx + / ( - ( - )  -  * (*  -  Г))2*  =
О т т  т
2т Зт 2т 2т
— / u;2(;r)<ir+ (ш(х) — ш(х — r) )2dx ^ (ш(х) — ш(х — r) )2dx — / u 2(x)dx
2 т х 2т х
dx — /  f  /  u)i(£)d£] dx >
т ж—т
2т х 2т х
> \ d x — (  u)e(£)d£ \ dx =  0
т т т т
поскольку а;(г) =  0. ■
3. Пусть
£4 (я, у) = и  (х, у) , (х, у) е  D k , к = 0,1, 2 ,
причем
U(x,y) =  (U0(x ,y ) ,U1(x +  T , y ) ,  и2(х +  2т,у))т1 ( x , y ) e D 0 . (9)
Тогда уравнение (1) в терминах функций (8) примет вид
_ / Q  Q \ _
L(U{x ,y )) =  +  / - s g n y — )A U {x ,y )  , (;г, у) G Д ь  (10)
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U { x , y )  =  f { x -  y { / - s g n y j 3) +  е Ахд { х  +  y { / - s g n y j 3),  ( х ,  у )  Е D0 , (11)
является общим решением уравнения (10), причем f( t )  =  / 2^), /з(^))Т, g(t) =
g-2(t), gs(t))T -  произвольные дважды непрерывно дифференцируемые вектор- 
функции.
Матрица А имеет различные собственные значения Ai =  —1, Л2,з =  —1±\/2 и потому 
она приводима к диагональному виду, то есть существует невырожденная матрица Т,
/ - 1  0 0
Т~1АТ  = Л = ( 0 - 1  + у/2 0
V 0 0 —1 — >/2
где Т ~1 -  матрица, обратная для Т. Поскольку
/ 1  1 1
Т =  0 V? V?
V- 1  1 1
_х / 1 +  ell л/2  V^sll^V^ — (1 — ell ;Г'л/2) \
е Ат =  e T A T - i x  =  Т е л.тТ -1  =  ^— 1 у/2 s h ху/ 2  2 c h хл/2 у/2ъЪ.х.у/2
V — ( 1  —  c h ^ - \ / 2 )  V ^ s h r r v ^  1  +  c.h ,ху/2 /
Поэтому из (11), в силу (9), получаем общее решение
Uk { x  +  кт, у )  =  f ( x  -  y ( / - s g n y ) 3) +  д ( х  +  y { / - s g n  у ) 3) а к ( х )  ,
(х ,у) Е  D 0(k =  0 ,1 ,2 )  ,
Q'o(^) =  а'г(^) =  е_‘т ( c h  x V 2  +  j  , ск ^ ) =  e~x ( c h x V z  +  v ^ s h r r V ^  j  , (12)
а T -1
a f ( t ) ,g (t )  -  произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функции, то есть 
Щ х ,  У) =  f { x  ~ кт -  y (v/-sgn  y)3) +  д(х -  кт +  y{y/-sgn y f ) a k{x -  кт) , (13)
(х,у) в Dk(k =  0,1 ,2 ).
На основании (2), (8) из (13) следует
Uk((k +  1 )т -  0, у) =  Uk+i((k +  1)т +  0, у) =  0,
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UL((k +  1 )т -  0, у) ф U[k+1)x{{k +  1 )т +  0, у) =  0 {к =  0, 1), 0 ^ у ^ h . (14)
Таким образом, вопрос существования решения задачи G в области D =  Uk=0Dk 
связан с построением в D k на основе общих решений (13) функций Uk(x, у), удовлетво­
ряющих, ввиду (2)-(7),(8),(14), условиям
ик(кт, у) =  Uk((k +  1)т, у) =  0 
Uk(x, h) =  ip(x),
Uk( x , x -  х к) =  фк(х),
Uk(x , . / • / ,  -  х) =  1члх).  С  < -
0 ^ у О * ;
кт ^ х  ^ (к +  1 )т ; 
кт +  хк
-----------  ^ х  ^ х к ;2 ’










<р{кт) =  <р((к +  1)т) =  0, <р'(т) =  <р\2т) =  0, фк{хк)  =  рк{хк)  , А: =  0,1,2;
[/*;(#, —0) =  £4 (;г, + 0) =  ш(х), кт ^ х ^ (к +  1 )т ;
Uky(x , —0) =  Uky(x , +0) =  т^ (;х), кт < х < (к +  1)т ; 
ш(кт) =  ш((к +  1)г) =  0, ^ ;(У) =  и/(2т) =  0 , А: =  0,1, 2 ;
<£(#) G С*[А:г, (А: +  1)г] П С2(кт, (А: +  1)т) ,
V'fc( )^ G С р т  +  х к)/2, a:fe] П (72((А:г +  rrfe)/2 , ж*.) ,
рк(х) Е С[хк, (хк +  (к +  1) г ) /2] П С 2(хк, (хк +  (А: +  1)т)/2) ,
абсолютно интегрируемы на своих промежутках и ф'к (х) , рк (х) при х —> х к допускают 
особенность интегрируемого порядка.
а) В Dk , используя общее решение (13), получим формулу типа Даламбера
1









\]акЦ  -  кт)
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е /Д  Серия: Математика. Физика. 2012. №17(136). Вып. 28 125
1 м — кт)





\jакЦ  -  кт)
^ ( 0
Хк
\jакЦ  -  кт)
А: =  0 ,1 ,2 , (23)
представляющую решение задачи Коши для уравнения (1) из класса C{Dk ) П C 2{Dk ) 
при условиях (20)-(22) в области D k , когда ш(х) G С[кт, (к +  1)т]Г\С2(кт, (А: +  1)т), и(х) G 
С 1(кт, (к +  1)т) (к =  0,1, 2).
Из (23) и условий (17),(18) найдем функциональные соотношения между u;(;r) и и(х), 
принесенные из D k на у =  0, кт < х < (к +  1)т,
ш'(х) =  фк(х) — v(x), кт < х < х к ; Г 24)
Црг) V  =  2 Ь к ( (х  +  хк)/2)У  | и(х)
-  kr)J  v ' n А- г)  V \ / п /,■;./• А-г)  /  -  f c r )
х к < х < (к +  1)г ,
где
V’a-O)
2ак(х — кт) (  \] ак(х — кт)
v' n кт) +  х к -  2кт)/2)
(фк((х +  х к)/2) -  фк(хк)) ■
б) В D+ с помощью (13) и условий (16),(20) получим систему для определения функ­
ций f (t ) ,g(t )
./V ) +  y(^)Q'fc(^)] =  со(гг), кт ^ х ^ (к +  1)г .
то есть
где
Пк: ./'(.г +  гЛ.) +  у(;г — ih.)ak(x)] =  <р(х), кт ^ х  ^ (А: +  1)т .
/(# )  =  Дт ’тш(х) — д(х)а>к(х) , 0 ^ х  ^ г ;
д(х) =  ак (Х ^  R2thg(x) +  ^(х) , 0 ^ х  ^ г ,
l ( x )
а к(х)
R~kTuj(i:) -  Р^~ктф )





9(х) =  ^ 2 ( Bx)nl { x ) ,0  ^ х  ^ г ,
»г=0
С29)
в разностное уравнение (27) можно проверить, что функции (29) является его решением.
О / ) 6 * /,. (.Г / //  ) . 2у /уЗдесь Вх = ------- — — iL  , причем
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п =  1, 2,
Ряд в правой части (29) и ряды, полученные формальным дифференцировани­
ем ряда (29), равномерно сходятся соответственно на [0,т] и (0,т), то есть д(х) Е 
С [0, т] П С 2(0 , т ) . Это утверждение доказывается путем сравнения с бесконечно убы­
вающей геометрической прогрессией, поскольку, в силу (12),
м — /7/)
Q ' k ( x )
e%h I cos hy/2 -  г sin hy/2
shrrv^ +  ^-chxVO,'' 
ch -^\/2 +  ^ s h ;r \/2
< f30)
< \jcos2 h.y/2 +  sin2 h.y/2 =  1 и ch t >  sh t при любых t.
Единственность решения (29) уравнения (27) следует из того, что однородное урав­
нение
(  ^ ih) d 2ih/ /
9{х) = ------- T ^ ~ R* №ак(х) f31)
имеет лишь тривиальное решение.
Действительно, предположим, что существует решение уравнения (31) д(х) ф 0. 
Из (31) видно, что д(0) =  д{т) =  0, в силу общих решений (13) и условий (2). Поскольку 
д(х) Е С*[0,г] и д(х) ф 0, то, на основании теоремы Ролля [2, с. 165-166], существует 





то есть 1<1. Значит, существование решения д(х) ф 0 уравнения (31) невозможно в 
С[0,т].
Подставляя найденные функции f (x ) ,g (x )  из (26), (29) в общее решение (13), полу­
чим решение задачи Дирихле в D k (к =  0,1, 2) в операторной форме
Г /+ (х , у )  =  « * - * ( / ( # ) )  +  а к( х  -  к т ) В к^ “ ( д ( х ) )  =  П ~ “ ( и : ( х ) ) +
+оо
+  (ак(х -  кт)/!','1 -  ак(х -  кт +  ///) :у) ^ ( B x)n(j(x )) ,
п=О
которое после учета (28) и дополнительных преобразований принимает вид
Uk { x ,  y )  =  [ а к{ х  -  к т ) П :; ‘ ) -
+00




■<чАх -  кт)П:;‘ -  м/,;.г -  кт +  1!1)П/,1)П,Л'Г t /, Г, 'h] I!2:1' х
а к\х — кт)
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х • <32)
где
п=о а к( х - к т ) ’
ак(х -  кт -  ih)
Вх =  — —  r — ^ R T  . (33)м -  кт)
Для получения интегрального представления (32), учтем [3, с.7], что любая непре­
рывная финитная на кт ^ х  ^ (к +  1 ) т  (к =  0, 1 , 2 )  функция
(fc+l)r
f (x )  =  ( f ( 0 , f i ( £ - x ) - S ( £  +  x ) ) =  J  f ( 0 [ H £ -  x ) -$(.£ + х )Ш ,  (34)
кт
a
1  1  + o o  + o o  + oo
5(z) =  —  +  -  cos ^ { e iXmZ +  e~iXmZ) =  —  eiXmZ (35)
m= 1 m= 1 m=—oc
— дельта-функция Дирака [4, с.254], причем Am =  ттт/т.
Так как, в силу (33), (Bx)n(e~iXmX) =  e - iXmX{Bxe~2hXm)n, то, в силу (30), (34), (35), 
равенство (32) примет форму
и£(х, у) =  ! {пк{х -  кт)/!1;1 -  R - iy(ak(x -  кт -  ih )l i f ') )  х 
2т
(fc+l ) т  +оо
\ Л (,„гАт (£-.т) „-гЛт (£+.т)\ S^>/ " А
кт
1 — BTe~2Xmhпг= —оо
-  ' 'in,,;.Г -  А:г)Я^ -  п,,;.г -  /гг +  'щ)Пi.:" )niA'1 кт; х
2 г  ‘  ‘  ак\х — кт)
(fc+i )т +оо
х f  - 4 % т  V  ( е ^ ^ - е ^ 1” 1^ ) ) ------ i ^ — — d£ =J  ак(£ -  кт) f - '  1 -  Bxe~2hXm
кт
(к+1)т + оо
J_ [ \ " гАт (£-.т) _ -гАт (£+.т)\
2г J ак£  -  кт) ^  (б }
кт
X ( м -  кт)еХт{Н- у)R - t{h- y) -  п -  /гг +  /// -  zh)e-Xm{h~y)RlT{h~y) 1 х
х й— г т ) ^ -
(fc+1)r t  + оо
J_ f  ^(0 \ " гАт (£-.т) „-iAm(g+.T)\
J a .K  ~ кт) E J *  > x
m= —oo
кт
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X ак(х—кт)е л "Л’;’:"  ^ к  ^  ^  ^  ^ ^  м;,(.г кт ■ iy /7/)-л "Л’ ггу j х







П/, (./• — /, Г)
«*(£ -
М/,(./• — /,г)
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«<*) =  • « * )  =  ~ кт'  ш)п/, (./• — /,г) у V <■ > /, ( — кт)
Равенство (36)(или (32)) показывает, что U j t ( x , y )  Е (Dk ) П C2(Dk ) на основании 
свойств ядер Gj(x,y,£)(J =  1,2) и <р(х),ш(х) Е С[кт, (к +  1)т] П2 (кт, (к +  1)г), удовле­
творяет уравнению (1) и условиям (15), (16), (19), (20).
Функциональное соотношение между ш(х) и v{x), принесенное из D k на у =  0, кт < 
х < (к +  1 )т, найдем из (32), учитывая (21), то есть
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в) Вопрос существования решения задачи G в областях Dk =  D k UDk Ulk (к =  0,1, 2) 
связан с разрешимостью системы функциональных уравнений (24), (25), (37), которые 
соответственно можно записать ещё в форме
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После преобразований получим разностное уравнение
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Из (39), условий на (р(х),фк(х), рк(х) следует, что
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а на основании (38),
ш(х) G С[кт, (к +  1)т] П С2((кт, х к) U (хк, (к +  1)т)) , (А: =  0,1, 2) .
Подставляя найденные значения ш(х) и и(х) в Uk (x, у), (х, у) G Dk и Uk (x, y), 
{х,у)  G (А: =  0,1,2) из (23) и (36) соответственно, получим окончательный вид 
решений задачи G в D~ и D +, то есть в области D.
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GELLERSTEDT’s PROBLEM FOR LAVRENTIEV-BITSADZE’s 
EQUATION W ITH  MIXED DEVIATION OF DERIVATIVE ARGUM ENT
B.V. Chaplygina
Orel State University,
Komsomolskaya Str., 95, Orel, 302026, Russia, e-mail: Iena260581@yandex.ru
Abstract. Gellerstedt’s problem for the equation of mixed type with Lavrentev-Bitsadze’s 
operator and advanced-retarded argument in derivatives is investigated. The uniqueness theorem of 
the problem solution without constraints on the deviation value is proved. It is found that, existence 
of solutions is connected with solvability of inhomogeneous differential equation having the variable 
coefficient.
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